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Projekte

Von 2001 bis 2003 war ich Projektleiter von zwei Projekten:

e Das Projekt “Spektraltheorie unbegrenzter selbstadjungierter Opera-
toren” wurde durch den NFR Schweden finanziert.



e Das Projekt “Spektraltheorie von abstrakten, Differential- und Diffe-
renzenoperatoren” wurde durch die Koniglich Schwedische Akademie
der Wissenschaften finanziert.

Betreuung einer Marie-Curie-Stipendiatin

Von 2004 bis 2006 war ich Betreuer (“Scientific Contact Person”) einer Marie-
Curie-Stipendiatin.

Konferenzen

e Im Jahr 1998 habe die Internationale Konferenz iiber Schrodingerope-
ratoren in Bonn organisiert.

e Ich war Mitglied des wissenschaftlichen Beirats des Max-Born- Sympo-
siums in Breslau im Jahr 2001.

e Ich habe an zahlreichen internationalen Konferenzen teilgenommen, da-
bei mehrfach als "Invited Speaker’.



Wissenschaftlicher Werdegang

Dirichletformen

In meiner Dissertation habe ich die Frage untersucht, welche Markovformen
zu einer Dirichletform fortgesetzt werden kénnen. Jeder reguléren Dirichlet-
form kann man bekanntlich einen Markovprozefl zuordnen, was insbesondere
zur Konstruktion von Lésungen von stochastischen Differentialgleichungen
verwendet wird.

Singulidre Stoérungen von Schrédingeroperatoren

Im Anschluss an meine Dissertation habe ich das Kernforschungszentrum in
Dubna besucht. Gemeinsam mit P. Exner, Y Kuperin und P.Seba haben wir
dort Modelle der Quantenmechanik studiert, bei denen das Potential aufler-
halb einer vorgegebenen Mannigfaltigkeit M mit Codimension 1 verschwin-
det. Physikalische Uberlegungen haben zu der Vermutung gefiihrt, dass der
zugehorige Hamiltonoperatoren H die Bedingung

[raEnsn = [195pae s [1fan recry,

erfiillt, wobei u ein signiertes Mafl mit Trager in M ist, das von dem jeweiligen
Modell abhéngt, und Fy(-) die Spektralschar von H bezeichnet.

Wir haben dann fiir grole Klassen von signierten Maflen, zu denen insbe-
sondere die in den genannten Modellen der Quantenmechanik auftretenden
signierten Mafle gehoren, gezeigt, dass genau ein selbstadjungierter Operator
H existiert, der (1) erfiillt. Dieser Operator wird im Folgenden mit —A + p
bezeichnet. Wir haben Methoden zum Studium der Spektren solcher Ope-
ratoren entwickelt. Mit Hilfe dieser Methoden konnten wir die wesentlichen
und die absolutstetigen Spektren dieser Operatoren bestimmen und obere
Schranken fiir die Anzahl der Eigenwerte im diskreten Spektrum herleiten.

In spéteren Arbeiten habe ich Bedingungen angegeben, die hinreichend fiir
die asymptotische Vollstindigkeit der Wellenoperatoren W*(—A + p, —A)

sind, und Schatten-Norm Abschétzungen fiir Resolventendifferenzen der Form
(—A+p—E)'—(—A — E)! hergeleitet.
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Wechselwirkungen in Mengen mit Kapazitat Null

Ist I" eine abgeschlossene Teilmenge des R? mit Kapazitit Null, H ein selbst-
adjungierter Operator in L*(R?) und

Hf =-Af, feCFRI\T), (2)
so gibt es kein Mafl p # 0, sodass (1) gilt.

Gemeinsam mit A.Teta habe ich Modelle studiert, bei denen I' die Spur
einer stetig differenzierbaren Kurve im R? ist und somit eine Menge mit Ka-
pazitét Null und der Hamiltonoperator H (2) fiir dieses I erfiillt. Wir haben
Methoden zur mathematischen Analyse solcher Operatoren entwickelt. Ins-
besondere ermoglichen unsere Methoden die Bestimmung der wesentlichen,
der absolutstetigen und der singulér stetigen Spektren, der Eigenwerte und
der Eigenfunktionen. Fiir spezielle Modelle haben wir auch die Streumatrix
explizit berechnet.

Finanziell unterstiitzt durch die Koniglich Schwedische Akademie der Wis-
senschaften habe ich gemeinsam mit Y. Berezansky, L. Nizhnik die genannten
Untersuchungen viele Jahre spéter fortgefiihrt. Fiir sehr allgemeine abge-
schlossene Mengen I' mit Kapazitdat Null haben wir Methoden zur Untersu-
chung der Spektren von Operatoren H, die (2) erfiillen, entwickelt. Insbeson-
dere haben wir fiir eine grofie Klasse solcher Operatoren H Abschétzungen fiir
die Anzahl der diskreten Eigenwerte und Formeln fiir die zugehorigen Eigen-
funktionen hergeleitet. Wir haben auch die genannten Untersuchungen von
Schrodingeroperatoren mit singuldren Potentialen fortgesetzt und schlieBlich
damit begonnen gewisse zufillige Schrodingeroperatoren zu studieren, auf die
ich im néchsten Abschnitt detailliert eingehen mochte.

Wechselwirkungen lings Brownscher Pfade

In verschiedenen Modellen der Quantenfeldtheorie untersucht man eine zufélli-
ge Familie von Schrédinger Operatoren in L?(R?) mit Potentialen, die von
den Pfaden einer Brownschen Bewegung getragen werden. Wegen der Irre-
gularitdt und Singularitdt der Triger der Potentiale und des zusétzlichen
stochastischen Momentes ist es eine Herausforderung, Resultate iiber die
Spektren solcher Operatoren zu erzielen.
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In der Quantenfeldtheorie ist man dariiberhinaus besonders am Fall d = 4

interessiert. Hier kommt dann erschwerend hinzu, dass die Kapazitat eines
Brownschen Pfades W-f.s. Null ist. W bezeichnet das Wiener-Ma#f.

Im Fall d <3 sei T € (0,00) fest gewdhlt und
ha(B) = M({t € [0.T] : w(t) € BY)

fiir jede Borel-Menge B im R?. Ich habe Familien von Operatoren der Form
— A+ p iy, po signierte beschrénkte Dichtefunktionen, studiert. Auch in den
Féllen d = 4,5 habe ich Familien (H,) von Hamiltonoperatoren eingefiihrt,
die eine Wechselwirkung langs der Spur von w bis zum Zeitpunkt 7" beschrei-
ben. Auf die technischen Details der Definition im hoherdimensionalen Fall
mochte ich an dieser Stelle nicht eingehen.

Ich habe Abschitzungen fiir den Erwartungswert der Anzahl der Punkte im
diskreten Spektrum fiir solche zufélligen Familien von Schrédingeroperatoren
gewonnen. Insbesondere ist der Erwartungswert endlich, obwohl, wie leicht
zu sehen ist, im Fall d > 1 und p, = —1 zu jedem £ € R und N € N
mit strikt positiver Wahrscheinlichkeit mehr als N Eigenwerte kleiner als
E existieren. Im Fall d > 3 habe ich gezeigt, dass W-f.s. keine positiven
Eigenwerte vorhanden sind. Fiir beliebige d < 5 habe ich gezeigt, dass W-f.s.
die absolutstetigen Teile unitéir dquivalent zum freien Hamiltonoperator sind
und die singulér stetigen Spektren leer.

Inverse Spektraltheorie

J sei ein nichtleeres offenes Intervall. Bekanntlich kénnen wir jeden selbstad-
jungierten Operator H eindeutig darstellen als orthogonale Summe

H=H;® Hr\y,

wobei Hp fiir beliebige Borelmengen B ein selbstadjungierter Operator im
Wertebereich des Spektralprojektors xp(H) ist.

S sei ein symmetrischer Operator, der eine selbstadjungierte Fortsetzung
Hj besitzt, deren Resolventenmenge J enthilt. Aufbauend auf gemeinsamen
Arbeiten mit S. Albeverio, H. Neidhardt und J. Weidmann habe ich eine Me-
thode entwickelt, die es erméglicht, fiir jeden selbstadjungierten Operator A



zu entscheiden, ob eine selbstadjungierte Fortsetzung H von S existiert, so-
dass der Operator H; unitéar dquivalent zu A ist. Insbesondere ist es damit
fiir jedes endliche Maf§ p mit p(R\ J) = 0 moglich zu entscheiden, ob p das
Spektralmafl einer selbstadjungierten Fortsetzung H von S ist.

Gefordert durch den NFR Schweden haben wir dann die entsprechenden glo-
balen Probleme studiert. S sei ein symmetrischer Operator, D eine nichtleere
offene Teilmenge von R und es gebe eine selbstadjungierte Fortsetzung Hy von
S, sodass D in der Resolventenmenge von H, enthalten ist. Jeder selbstad-
jungierten Erweiterung H von S ordnen wir eine Operatorwertige Funktion
M auf der oberen offenen komplexen Halbebene zu, die sogenannte Weyl-
Funktion von (S, H). Gemeinsam mit M. M. Malamud und H. Neidhardt ha-
be ich Methoden entwickelt, die es in vielen Féllen ermoglichen, spektrale
Eigenschaften von H an der Funktion M abzulesen.

Gemeinsam mit S. Albeverio haben wir dann angefangen, diese Ergebnisse
dazu zu benutzen, fiir beliebige endliche Mafie p mit (R \ D) = 0 zu un-
tersuchen, ob p das Spektralmaf einer selbstadjungierten Erweiterung von S
ist.

Die genannten sehr allgemeinen Ergebnisse und Methoden werden mittler-
weile in konkreten Modellen zu Quantengraphen verwendet, vergleiche dazu
z.B. J. Briining, V. Geyler, K. Pankrashkin: Spectra of self-adjoint extensi-
ons and applications to solvable Schrodinger operators. Rev. Math. Phys. 20
(2008), no. 1, 1-70.

Konvergenz von Schrédingeroperatoren

1 sel ein signiertes Mafl mit Masse in nur endlich vielen Punkten und ¢ > 0.
K. Ozanova und ich haben einen einfachen und schnellen Algorithmus zur
numerischen Berechnung der Eigenwerte des Operators —A + £2A? + y in
L?(R3) entwickelt. Ferner haben wir nachgewiesen, dass Schrodingeroperato-
ren in L?(R3) mit einem Potential aus der verallgemeinerten Kato-Klasse im
Normresolventensinne durch Operatoren dieser Form approximiert werden
konnen. Dies hat die Entwicklung eines neuen effizienten und stabilen Ver-
fahrens zur numerischen Berechnung von Eigenwerten von Schrédingerope-
ratoren mit Potentialen aus der verallgemeinerten Kato-Klasse ermoglicht.
K. Ozanova hat die genannten Ergebnisse partiell auf Schrodingeroperatoren



mit einem reguldren magnetischen und stark singulédren elektrischen Poten-
tial erweitert.

Unter der Projekt-Bezeichnung “Convergence of Schrodinger Operators” wur-
de diese Arbeit in Form eines Marie-Curie-Stipendiums fiir K. Ozanova gefor-
dert.

Konvergenz von Dirichletoperatoren

Gemeinsam mit A. Ben Amor und M. Demuth habe ich fiir eine grofie Klasse
von infinitesimalen Erzeugern H von Markovprozessen (X;) das Konvergenz-
verhalten von H + by fiir b gegen unendlich untersucht. p ist hierbei ein belie-
biges Mafl ohne Masse auf beziiglich (X;) polaren Mengen. Wir haben insbe-
sondere gezeigt, dass die Operatoren im Normresolventensinne mindestens so
schnell wie 1/b konvergieren, wenn p ein Gleichgewichtsmafl beziiglich (X3)
ist, dass dieses Ergebnis scharf ist in dem Sinne, dass Konvergenz schneller
als ¢/b in diesem Kontext niemals auftritt und wir haben die Mafle p cha-
rakterisiert, bei denen Konvergenz mit maximaler Geschwindigkeit vorliegt.
Unsere Ergebnisse sind selbst in dem wichtigen Spezialfall, in dem (X;) die
Brownsche Bewegung im R? ist, neu.



